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 ا������� ��
�ى
• �
  ا�دا�� ا��
� ا���
ر
- �
  ��ر
ف و$#��ص ��ر
- �

�د��
�ت ا�'�  
-    �(��� �
  ا���
ر
�ا�دا�� ا��
  ا��
� ا���
ر
� ا�#�
� ��دا�� ا�دا��   -
 .�a*��س ا��
� دا�� ا� •
- �
  ��ر
ف و$#��ص ��ر
 �10*��س  ا��
�دا��  -
  و ا��و.�ر
�م ا���
ري ا��
� ا���
ر
� درا�� دوال ���وي ��+ ا�دا�� •

��ة  ا���رات
  ا���
- �

ر�� �
  ا����ن �ن �ل ���د/ت و ��را���ت ا�

�ت ا�دوال ا��
� ا���
ر
� ا����
� و �وظ
 '� ا����ن �ن -�'�  
- �' 
  ا����ن �ن ا��'�
�ت ا��
� ا���
ر
� ا����
� و �وظ
-  �

ر�� �
  ا����ن �ن درا�� و ���
ل دوال ���وي ��+ �و.�ر
���ت و دوال أ�

�د
د 2
م �)ر�� ���دد  -�( )∈ a
a eℝ  دد��� �م �)ر�

ث  aأو ��د
د 2��a

e �
  ���وم �������ل ا�داة ا����و���

  
 

I.  !�	��ا�  	ا��ا�  ا��  

 ا�	��لlnا��ا�� �� �
[����� و ��ا���� �� و ∞+;0]

] [( )ln 0;+∞ = ℝ.  


 . lnو ��� ا��ا���� ���
� ����  ℝ �"!  دا�� �
1(#��
�� ���ا�� :���

 ا��ا�� ا&%�� و $��� ln ا��ا�� ا�	��

�����' �(�exp.  

 : �)*+�: �'���) ا� )exp x  :  ���!)� '�/���ر ��
 ا�-$xe  

2(�"�
�:0 1e 1e. و = e=           ( ) 0xx e∀ ∈ >ℝ.  

( )lnxy e x y= ⇔ =  ,( ) ] [( )0;x y∀ ∈ ∀ ∈ +∞ℝ  

( ) ( ); ln xx e x∀ ∈ =ℝ و ] [( ) ln0; ; xx e x∀ ∈ +∞ =.  


 expا��ا�� �� �
  ���ℝ�� و ��ا���� ��
x ye e x y> ⇔ >      

x ye e x y= ⇔ =   ��x  وy  0�ℝ  
1 ��
��� �	�(�exp:1���# ا��ا�  �
� 
  �6 ا�	��4ى ا�	��4ب إ�
�7
 ا��ا�� ��exp ا��ا�� 
�1 ا�;ي lnھ� 4	��  8	��7"��	�� �!����'


�د��� : .� y x=. 

 
 
  %�$	�ت:)3

   ��x  وy  0�ℝ   �  �����: r  0�ℚو �

• x y x ye e e+ = × ;    1x
x

e
e

− =  

• 
x

x y

y

e
e

e
− )و    = )x xe e′ =] [( )x 0;∀ ∈ +∞  

&!��'1: 0���a و ,��"��= �� ��ℝ : 6+∗��دا �b 0��دا *"'  

( ) ( )ln ln 2 ln
2

b b e
A e e

 = − −  
 

و 
( )5 3

23
1

2

a a

a

e e
B

e

−

+

×
=

 
 
 

  

   :>?$( ) 22
x

xf x e e= −@�)أـ7 )2 ln 3f  

O 1

A

y = x + 1

1

 ��دة ا�������ت             أ,�د!�	  ا�
*  ا�(�)	    

                               �	�0  و.�ة            
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 أ.�0  : 
( ) ( ) ( )ln ln 2 ln ln2 ln ln ln2

2
b b be

A e e b e e
 = − − = − − − + 
 

  

ln2 1 ln2 1A b b= − − − + = −  

( )5 3 5 3 5 3

2 2 333 2 11 22

a a a a a a

a
aa

e e e e e
B

e
ee

− − + −

+ + +  

× ×= = =
 
 
 

  

4 3
4 3 2 3 1

2 3

a
a a a

a

e
B e e

e

+
+ − − +

+= = = 

( ) 2
2 ln 3

2 ln 3 ln 3 ln 3 222ln 3 2 2 3 2 3 3f e e e e= − = − = − × =
 

&!��'2::6�� �� =�' 2x xA e e−= ×  

 ,( )22 3 4x xB e e− −= ×   2x xC e e−= ×  

( )
2 3

4

x x

x

e e
D

e

×=  ,( ) ( )( )2 22 x x x x xE e e e e e− −= + + −  

2 أ.�0  : 2x x x x xA e e e e− − += × = = 

( ) ( )2 2 22 3 4 3 4 4 2 3 4xx x x x x xB e e e e e e−− − − − + −= × = × = = 

( ) ( )
11

2
2 2 022 1

x x xx x x x x x xC e e e e e e e e e e
× + −− − − −= × = × = × = × = = =  

( )
2 3 2 3 5

5 4

4 4 4

x x x x x
x x x

x xx

e e e e
D e e

e ee

+
−×= = = = = 

( ) ( )( )2 22 x x x x xE e e e e e− −= + + −  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 22 2 2x x x x x x x x xE e e e e e e e e e− − − −= + × + + − × + 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 2x x x x x x x xE e e e e e e e e− − −= + + + = + 
42 2xE e= + 
&!��'3:: 6�����C ���
 *�د ��	4�� �
��# ا��وال ا�	

 ( ) 2

3 1

2

x

x xf x e
−

)و    =− )
( )2

3 1

1x

x
g x

e

−=
−

  

) أ.�0  : ) 2

3 1

2

x

x xf x e
−

−= 

{ }2/ 2 0fD x x x= ∈ − ≠ℝ  

  2 2 0x x− =   6�
�( )2 0x x − =   6�
�0x 2أو = 0x − =  

  6�
�0x 2xأو = } و���  :   = }0,2fD = −ℝ  

( )
( )2

3 1

1x

x
g x

e

−=
−

  

( ){ }2
/ 1 0x

gD x e= ∈ − ≠ℝ  

( )2
1 0xe − = 6�
�( )2 21 0xe − =  

 6�
�( )( )1 1 0x xe e− + =  6�
�1 0xe + 1او = 0xe − =  

 6�
�1xe = 1xeاو − =  


�1 أن : $( ) 0xx e∀ ∈ >ℝ  : د���
  اذن ا�	

1xe = − 6�  * �(� F��ℝ  
1xe = 6�
�ln1x =  6�
�0x }و��� :  = }0gD = −ℝ  

&!��'4: 6�  *ℝ :��  ا�	
�دHت ا����

1(1 2x xe e e− × = 2(
2

1
1 2

x
x

x

e
e

e

−
−

+ =3(2 5 6 0x xe e− + =  

1)1أ.�0  : 2x xe e e− × =⇔  2 1 1x xe e+ − =  
⇔ 1 1xe e+ =⇔ 1 1x + =⇔ 0x =  

}و��� :  }0S =  

2  (
2

1
1 2

x
x

x

e
e

e

−
−

+ =  ⇔ ( ) ( )2 1 2 1x x xe e− − + −=  

( ) ( )2 1 2 1x x xe e− − + −= ⇔ ( ) ( )2 1 2 1x x x− − + = −  

⇔ 2 1 2 1x x x− − − = − ⇔ 4 2x− = −⇔ 1

2
x =  

1و��� : 

2
S

 =  
 

  

3( 2 5 6 0x xe e− + = ⇔( )2
5 6 0x xe e− + =  

: 34� xe X=: M!�� د���
2 وا�	 5 6 0X X− + =  
2 4 25 24 1 0b ac∆ = − = − = >  

  ��ن ھ;ه ا�	
�د�� �"!  *��0 ھ	�:  '	� أن

1

5 1

2 1
X

+=
×

و  
2

5 1

2 1
X

−=
×

 6�
�
1 3X و  =

2 2X =  

6�
� 1 3xe 2 و = 2xe =  6�
� 
1 ln3x  و =

2 ln2x =  

}و��� :  }ln 2, ln 3S =  

&!��'5: 6�  *ℝ :��  ا�	��ا�7Oت ا����

1(3 1 2 1x x
x

e e
e

− − +× >   2( 21
1

1 x
x

e
e

−
+ ≥  

3  )1أ.�0  : 1 2 1x x
x

e e
e

− − +× >⇔  3 1 2x x xe e− − + + −>  

⇔ 3 1 2x x x− − + + > −⇔ 2 2x >⇔ 1x >  
[و��� :  [1,S = +∞  

2(  21 1x xe e− − −≥ ⇔21 1x x− − ≥ − ⇔2 2 0x x− − ≥  
2 4 1 8 9 0b ac∆ = − = + = >  

  ھ	�:  O;ر��0"!   اذن
1

1 3

2 1
x

+=
×

و  
2

1 3

2 1
x

−=
×

 6�
�
1 2x و  =

2 1x = −  

  
[و��� :  ] [ [, 1 2,S = −∞ − ∪ +∞  

&!��'6: 6�  *2
ℝ :��  ا��(	�ت  ا����

1(( )1

2 3 8

3

x y

x y

e e
S

e e

 + =


+ =
      2(      ( )2

10

2

5

x y

x

y

e e
S e

e

 =



=


      

))1أ.�0  :  )1

2 3 8

3

x y

x y

e e
S

e e

 + =


+ =
  

2 3 8

3

x y

x y

e e

e e

 + =⇔ 
+ =

2 3 8

2 2 6

x y

x y

e e

e e

 + =


− − = −
  

و$�	< ا�	
�د���0 ط�ف ���ف ���� :

0∆ ≻
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 2 3 2 2 8 6x y x ye e e e+ − − = −  6�
�2ye =  
 6�
�ln 2y =  

  R�4
�	�)� �6 ا�	
�د��   yو'"'2  : ��$ln 2 3xe e+ =  

 6�
�2 3xe + =  6�
�1xe =  6�
�ln1 0x = =  
)و��� :  ){ }0, ln 2S =  

2(      ( )2

10

2

5

x y

x

y

e e
S e

e

 =



=


     6�
�
10

2

5

x y

x y

e

e

+

−

 =



=


  

 6�
�

( )ln 10

2
ln

5

x y

x y

+ =

  − =  

 

  6�
�

( )ln 2 5

2
ln

5

x y

x y

+ = ×

  − =  

 

  

 6�
�
ln 2 ln 5

ln 2 ln 5

x y

x y

+ = +
 − = −

  

2 و$�	< ا�	
�د���0 ط�ف ���ف ���� : 2ln 2x =  
 6�
�n 2x l=  

  R�4
�	�)� �6 ا�	
�د��   xو'"'1  : ��$
n 2 ln 2 ln5l y+ = +  

6�
�ln5y )و��� :   = ){ }n 2, ln 5S l=  

II.  !د�	
  �*�!�ت ا�
 	$�%1 :lim x

x
e

→+∞
= lim  و ∞+ 0x

x
e

→−∞
  و =

lim
x

x

e

x→+∞
= lim  و ∞+ 0x

x
xe

→−∞
=   

7�@أ��6 :��( )lim 2 1 x

x
x e

→−∞
−.����� 

( ) ( ) ( )x x x; 2 1 e 2 e ex x x∀ ∈ − = −ℝ  

lim و '	� أن: 0x

x
e

→−∞
limو= 0x

x
xe

→−∞
��ن=

( )lim 2 1 0x

x
x e

→−∞
− =  

@�7��
3

lim
x

x

e

x→+∞

+
.����� ( )

x xe 3 e 3
;x

x x x
∗ +∀ ∈ = +ℝ  

lim '	� أن :
x

x

e

x→+∞
= و∞+

3
lim 0
x x→+∞

 ��ن:=

3
lim

x

x

e

x→+∞

+ = +∞.  

  
 	$�%2:  ��n 0�∗

ℕ:����� lim 0n x

x
x e

→−∞
   و.=

lim
x

nx

e

x→+∞
= +∞  

7�@���ل:��
3

3
lim

x

x

e x

x→+∞

+
:����� 

( )
x x

3 3 2

e 3 e 3
;

x
x

x x x
∗ +∀ ∈ = +ℝ  

 '	� أن.
2

3
lim 0
x x→+∞

و=
3

lim
x

x

e

x→+∞
=  ��ن:∞+

3

3
lim

x

x

e x

x→+∞

+
  

  

&!��'7: :  ��  أ*�@ ا��)���ت ا����
lim  ':�	9 ا�$�8	 :  x

x
e

→+∞
= limو     ∞+ 0x

x
e +

→−∞
=   

1( 
1

lim
2

x

xx

e

e→−∞

+
+

 2( 1lim x

x
e− +

→−∞
   3(1lim x

x
e− +

→+∞
  

4(lim x x

x
e e−

→−∞
+    5( 3

1

5lim
x

x

x
e

− +
+

→+∞
    6(  

1
lim

1

x

xx

e

e→+∞

−
+

  

lim  ':�	9 ا�$�8	 :
x

x

e

x→+∞
= limو   ∞+

x

nx

e

x→+∞
= +∞  

7(lim 2 x

x
x e

→+∞
−  8( 

2

1
lim

x

x

e

x→+∞

−
   9( 

2
lim

3

x

x

e

x x→+∞ +
         

10(  3lim 3 x

x
x e

→+∞
−  11(

3

3
lim

x

x

e x

x→+∞

+
  

12(
2

3
lim

x

x

e

x→+∞
   >S)2x X=    (13(  

3

lim
x

x

e

x→+∞
  14( 

2

3
lim

1

x

x

e

x x→+∞ + +
  

lim  ':�	9 ا�$�8	 : 0x

x
xe −

→−∞
limو   = 0n x

x
x e

→−∞
=  

15(( )lim 3 1 x

x
x e

→−∞
− 16(( )5 3lim 4 x

x
x x e

→−∞
−   17( 

1

0

1
lim x

x
e

x−→
  18( ( )3 2lim 2 x

x
x x e

→−∞
−   

 ':�	9 ا�$�8	 :
0

1
lim 1

x

x

e

x→

− =  

19(
2

0

1
lim

3

x

x

e

x→

−
   20(    

1

lim 1x

x
x e

→+∞

 
− 

 
    

21(
1

1

1
lim

1

x

x

e

x

−

→

−
−

  22(
0

1
lim

x

x

e

x

−

→

−
 23(

1

0
lim

x

x

e e

x

+

→

−

  )(ا%�
	�ل ا�	-�"�

 )1أ.�0  : 
1 0 1 1

lim
0 2 22

x

xx

e

e→−∞

+ += =
++

&ن :  

lim 0x

x
e +

→−∞
=  

2( 1lim x

x
e− +

→−∞
    : �����lim 1

x
x

→−∞
− + =  اذن : ∞+

1lim x

x
e− +

→−∞
= +∞  

3(1lim x

x
e− +

→+∞
   : �����lim 1

x
x

→+∞
− + =  اذن : ∞−

1lim 0x

x
e− +

→+∞
=  

lim&ن :  0x

x
e +

→−∞
=  

4(lim x x

x
e e−

→−∞
+     : �����lim 0x

x
e

→−∞
limو = x

x
e−

→−∞
=  اذن : ∞+

lim x x

x
e e−

→−∞
+ = +∞  

5( 3

1

5lim
x

x

x
e

− +
+

→+∞
     : �����

3 3 2

1 1
lim lim lim 0

5x x x

x x

x x x→+∞ →+∞ →+∞

− + − −= = =
+
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3 اذن :

1
05lim 1

x

x

x
e e

− +
+

→+∞
= =  

6(  

1 11 1
1 1 0

lim lim lim 1
11 1 01 11

x
x x x

xx x x
x

xx

e
e e e
e

e
ee

→+∞ →+∞ →+∞

 − − − − = = = =
++   ++ 

 

  

lim &ن: x

x
e

→+∞
= أي  ∞+

1
lim 0

xx e→+∞
=  

7(lim 2 lim 2
x

x

x x

e
x e x

x→+∞ →+∞

 
− = − = −∞ 

 
    

lim &ن:
x

x

e

x→+∞
= limأي ∞+ 2

x

x

e

x→+∞
− = −∞  

8( 
2 2 2

1 1
lim lim

x x

x x

e e

x x x→+∞ →+∞

− = −     


�1 أن : $
2

lim
x

x

e

x→+∞
= و  ∞+

2

1
lim 0
x x→+∞

− =  

اذن : 
2 2 2

1 1
lim lim

x x

x x

e e

x x x→+∞ →+∞

− = − = +∞  

9( 
2 2

2

1
lim lim lim

333 11

x x x

x x x

e e e

x x x
x

xx

→+∞ →+∞ →+∞
= = ×

+   ++ 
 

         


�1 أن : $
2

lim
x

x

e

x→+∞
= 1و  ∞+

lim 1
3

1
x

x

→+∞
=

+
  

 اذن :
2

lim
3

x

x

e

x x→+∞
= +∞

+
  

10(  3 3
3

lim 3 lim 3
x

x

x x

e
x e x

x→+∞ →+∞

 
− = − 

 
    


�1 أن : $
3

lim
x

x

e

x→+∞
= اذن  ∞+

3
lim 3

x

x

e

x→+∞
− = و  ∞−

3lim
x

x
→+∞

= +∞  

3lim اذن : 3 x

x
x e

→+∞
− = −∞  

11(

3 3 3 3 2

3 3 3
lim lim lim

x x x

x x x

e x e x e

x x x x x→+∞ →+∞ →+∞

+ = + = + = +∞  

&ن : 
3

lim
x

x

e

x→+∞
= و  ∞+

2

3
lim 0
x x→+∞

=  

12(
2

3
lim

x

x

e

x→+∞
   >S)2x X=    (  

$ >?2x X=   6�
�
2

X
x =  

x⇔ → +∞X → +∞  
2

3 3 3
lim lim lim 8

2

x X X

x X X

e e e

x XX→+∞ →+∞ →+∞
= =

 
 
 

  


�1 أن : $
3

lim
X

X

e

X→+∞
= اذن :  ∞+

3
lim 8

X

X

e

X→+∞
= +∞  

و��� : 
2

3
lim

x

x

e

x→+∞
= +∞  

13(  
3

lim
x

x

e

x→+∞
  $ >?3x X=   6�
�

3

X
x =  

x⇔ → +∞X → +∞  
3

lim lim lim 3

3

x X X

x X X

e e e
Xx X→+∞ →+∞ →+∞

= =  


�1 أن : $lim
X

X

e

X→+∞
= limاذن :  ∞+ 3

X

X

e

X→+∞
= +∞  

و��� : 
3

lim
x

x

e

x→+∞
= +∞  

14( 
2 2 2

3 3
3

2 32 3

1
lim lim lim

1 11 11 11

x x x

x x x

e e e

x x x
x

x xx x

→+∞ →+∞ →+∞
= = ×

+ +   + ++ + 
 

  

�@ %Vال %�'U أن : * 1�
$
2

3
lim

x

x

e

x→+∞
= و�����  ∞+

2 3

1
lim 1

1 1
1

x

x x

→+∞
=

+ +
  

 و��� :
2

3
lim

1

x

x

e

x x→+∞
= +∞

+ +
  

15(( )lim 3 1 lim 3x x x

x x
x e xe e

→−∞ →−∞
− = −  


�1 أن : $lim 0x

x
e +

→−∞
limو   = 0x

x
xe −

→−∞
اذن :  =

( )lim 3 1 0x

x
x e

→−∞
− =  

16(( )5 3 5 3lim 4 lim 4x x x

x x
x x e x e x e

→−∞ →−∞
− = −     


�1 أن :$ lim 0n x

x
x e

→−∞
 اذن:=

( )5 3lim 4 0 0 0x

x
x x e

→−∞
− = − =  

17( 
1

0

1
lim x

x
e

x−→
  

$ >?
1

X
x

=         0x −⇔ →X → −∞  

1

0

1
lim lim 0Xx

Xx
e Xe

x− →−∞→
= و��� :    =

1

0

1
lim 0x

x
e

x−→
=  

18( 

( )3 2 3 2 2lim 2 lim 2 0 2 0 0x x x

x x
x x e x e xe

→−∞ →−∞
− = − = − × =  

lim &ن : 0n x

x
x e

→−∞
= 

19(  
2

0

1
lim

3

x

x

e

x→

−
   

$ >?2x X=  6�
�
2

X
x ⇔0xو      = →0X →  
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2

0 0 0

1 1 2 1 2 2
lim lim lim 1

3 3 3 33
2

x X X

x X X

e e e
Xx X→ → →

− − −= = = × = 

�ن : 
0

1
lim 1

x

x

e

x→

− = 

20(    
1

lim 1x

x
x e

→+∞

 
− 

 

   $ >?
1

X
x

 اذن :  =
1

x
X

=  

x⇔ → +∞0X →  

( )
1

0 0

1 1
lim 1 lim 1 lim 1

X
Xx

x X X

e
x e e

X X→+∞ → →

  −− = − = = 
 

  

21(
1

1

1
lim

1

x

x

e

x

−

→

−
−

    

$ >?1 x X− =  6�
�1x X= ⇔1xو      − →
0X →  

1

1 0 0

1 1 1
lim lim lim 1

1

x X X

x X X

e e e

x X X

−

→ → →

− − −= = − = −
− −

  

�ن : 
0

1
lim 1

x

x

e

x→

− = 

22(
0

1
lim

x

x

e

x

−

→

−
   

$ >?x X− =  6�
�x X= ⇔0xو      − →0X →  

0 0 0

1 1 1
lim lim lim 1

x X X

x X X

e e e

x X X

−

→ → →

− − −= = − = −
−

�ن :  

0

1
lim 1

x

x

e

x→

− = 

23(
1

0
lim

x

x

e e

x

+

→

−
  )(ا%�
	�ل ا�	-�"�

 : >?$( ) 1xf x e )اذن :   =+ ) 0 1 10f e e e+= = =  

)و ) ( ) 1 1 11 1x x xf x x e e e+ + +′′ = + = ) اذن :  = )0f e′ =  

( ) ( ) ( )
1

0 0

0
lim lim 0

0

x

x x

f x fe e
f e

x x

+

→ →

−− ′= = =
−

  

III. . ا��ا�  �
)� xx e֏  
 و �����: '��ℝ�� ��X+"�ق ��
expا��ا��%�$	 :

( )( )x xx e e′∀ ∈ =ℝ  

Y$�C إذاuل��� 
��ن ا��ا��: I0�ℝدا�� ��'�� �+�X"�ق ��
( ): u xf x e֏ 
  '��I�� ��X+"�ق ��

) و �����:. ) ( ) ( ) ( ); u xx I f x u x e′ ′∀ ∈ =.  

:�*+�Zا @��) و $ ) ( )( ) ( ) ( ); u x u xx I e u x e
′ ′∀ ∈ =  

expf و ��!�ھ�ن ��]6 �+*(� أن : ou=   

7�@ �-�"� ا��ا��.:���ل�� 
2

: x xf x e −
֏  

u:�����2 ا��ا�� x x x−֏ 
��'��  fو ��� '��ℝ�� ��X+"�ق ��

   �X+�ℝ"�ق ��

)و �����:  ) ( ) ( ) 22; x xx f x x x e −′′∀ ∈ = −ℝ   

( ) ( ) ( ) 2

; 2 1 x xx f x x e −′∀ ∈ = −ℝ  

&!��'8:  @�)أ* )f x′   :��   )6�1 ا�H�7ت ا\�

( ) 3x xf x e e= +  

2( ( ) 2 xf x x e−= −3(( ) 2 xf x x e−= 4( 

( ) ( )( )2 1 1xf x x e= − −    

5(( ) ( )
1

1 xf x x e
−

= −  6(( ) 2x xf x e e= − 7(

( ) lnx xf x e=  

8(( ) ( )4 1x xf x e e= − −  9(    ( )
( )

1

1
2

2

1

x

xf x e
x

+
−=

−
  

))1أ.�0  : ) 3x xf x e e= )اذن:   + ) ( )3x xf x e e ′′ = +  

( ) ( ) ( ) ( )3 3 33 3x x x x x xf x e e x e e e e′ ′ ′′ = + = + = +  

2( ( ) 2 xf x x e−= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2x x x xf x x e x e x e e− − − −′ ′′ ′′ = − = − = − − = +  

3( ( ) 2 xf x x e−=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22x x x x xf x x e x e x e xe x x e− − − − −′ ′ ′ ′′ = = + = + × −  

( ) ( )22xf x e x x−′ = −  

4( ( ) ( ) ( )2 1 1xf x x e= − −  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 1 2 1 1x x xf x x e x e x e
′ ′′′ = − − = − − + − −  

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 2 2 2 2x x x x x x xf x e x e e xe e e xe′ = − + − = − + − = − +  

5( ( ) ( )
1

1 xf x x e
−

= −  

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 1

1 1 1x x xf x x e x e x e
− − −

′ ′   ′′ = − = − + −   
   

  

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2

1 1
1 1 1x x x xf x e x e e x e

x x

− − − −′ ′ = + − − = + − 
 

  

( ) ( )
1 1 2

2 2

1 1
1 1x x x x

f x e x e
x x

− −  + − ′ = + − =   
   

  

  6(( ) 2x xf x e e= −  

( ) ( ) ( )2 2
2

2 2

2

2 2

x x x x
x x

x x x x

e e e e
f x e e

e e e e

′−′ −′ = − = =
− −

  

7(( ) lnx xf x e=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )ln ln lnln ln lnx x x x x xf x e x x e x x x x e′ ′ ′ ′′ = = = +  

( ) ( )ln ln1
1ln ln 1x x x xf x x x e x e

x
 ′ = + = + 
 

  

8(( ) ( )4 1x xf x e e= − −  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )4 1 4 1 4 1x x x x x xf x e e e e e e
′ ′′′ = − − = − − + − −  

( ) ( ) ( ) ( )1
1 4 1 4

2 1 2 1

x x
x x x x x x

x x

e e
f x e e e e e e

e e

′−
′ = − + − = − + −

− −
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( ) ( ) ( ) 2 2 22 1 4 2 2 4 3 6

2 1 2 1 2 1

x x x x x x x x x x

x x x

e e e e e e e e e e
f x

e e e

− + − − + − −′ = = =
− − −

  

9(    ( )
( )

1

1
2

2

1

x

xf x e
x

+
−=

−
  

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1
2 2 2

2 2 2

1 1 1

x x x

x x xf x e e e
x x x

+ + +
− − −

′ ′ ′     
′    = = +     − − −     

  

( ) ( )( ) ( )

1 1
2 1 1

2

2 1
2 1

11

x x

x xx
f x x e e

xx

+ +
− − −

′+′  ′ = − +  − −
  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 1
3 1 1

2 2

2 2
4 1 1

1 1

x x

x xf x x x e e
x x

+ +
− − −−′′ = − − − + ×

− −
  

( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1
3 4 4

4 4 4

1 1 1

x x

x x
x

f x e e
x x x

+ +
− −
 − −′  = − =
 − − − 

  

IV. : �6ا��  	ا��وال ا�$6 ( ) ( )u xx u x e′֏  

: 	$�% Y$�C إذاu ل��� 
��ن ا��وال  Iدا�� ��'�� �+�X"�ق ��
�� ���ا�� �Z&ا( ) ( )u xx u x e′֏
��I  


�� ���
) '	� ��I :6ھ6 ا��وال ا�	 )u xx e k+֏^�*k د��
6"�"*  

sinا��ا��: ���ل:  xx e֏ ا����� ���Zدا�� أ
sincos xx xe֏
��ℝ   

�� ���ا��  :9'��!&�Zد دا�� أ�*fل��	ا� 
��I  

1. ( ) 3; 2 x xI f x e e−= = −ℝ   

2. ] [ ( )
( )

2

22
0; ;

1

x

x

e
I f x

e
= +∞ =

−
  

3. ( ) ( )3
; 1x xI f x e e= = −ℝ  

4. [ ] ( ) cos0; ; sin xI f x xeπ= =  

5. ( ) 1x

x

e
f x

e x

−=
−

] [0;I = +∞ 

))1أ.�0  : ) 3; 2 x xI f x e e−= = −ℝ   

( ) ( ) ( )3 32
2 3

3
x x x xf x e e x e x e− −′ ′= − = + −  

)اذن :  ) 32

3
x xF x e e−= �� ���ا��  +�Zھ6 دا�� أfل��	ا� 
��I  

2( ] [ ( )
( )

2

22
0; ;

1

x

x

e
I f x

e
= +∞ =

−
  

( )
( )

( )
( )

22

2 22 2

11

21 1

xx

x x

ee
f x

e e

′−
= =

− −
  

)اذن :  ) 2

1 1

2 1x
F x

e
= −

−
�� ���ا��  �Zھ6 دا�� أfل��	ا� 
��I  

3( ( ) ( )3
; 1x xI f x e e= = −ℝ  

( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 1 1x x x xf x e e e e′= − = − −  

)اذن :  ) ( ) ( )3 1 41 1
1 1

3 1 4
x xF x e e

+
= − = −

+
  

�� ���ا�� �Zھ6 دا�� أfل��	ا� 
��I  

4( [ ] ( ) cos0; ; sin xI f x xeπ= =  

( ) ( )cos cossin cosx xf x xe x e′= = −  

)اذن :  ) cos xF x e=  

�� ���ا�� �Zھ6 دا�� أf 
  Iا�	��ل��

5( ( ) 1x

x

e
f x

e x

−=
−

] [0;I = +∞  

( ) ( )1
xx

x x

e xe
f x

e x e x

′−−= =
− −

 

)اذن :  ) ln xF x e x= −  

�� ���ا�� �Zھ6 دا�� أfل��	ا� 
��I  


�!� ا��ا�� ا�
�د��  :10'��!&$f:6�� �	' ���
 ا�	

( ) 2 2x xf x e e= −  

��ات ا��ا��  .1a� أدرسf�(ا���a� ول�O =�18 أ  
�� ���ا��  .2�Zد دا�� أ�*f 
��ℝ 

))1أ.�0  : ) 2 2x xf x e e= −   

fD = ℝ  

( ) 2lim lim 2 0x x

x x
f x e e

→−∞ →−∞
= − lim �ن:  = 0x

x
e

→−∞
=  

( ) ( )lim lim 2x x

x x
f x e e

→+∞ →+∞
= − = �limن: ∞+ x

x
e

→+∞
= +∞   

( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 1x x x x x xf x e e e e e e′′ = − = − = −  

)ا�Xرة  )f x′ 6رة ھ�X1اxe −  

0 ln1 1 1 0x xx x e e> ⇔ > ⇔ > ⇔ − >  
0اذن :  1 0xx e> ⇔ − >  

��ات ا��ا�� a� ول�O و���f  

  
2(( ) 2 2x xf x e e= −   

( ) ( ) ( )2 21
2 2 2

2
x x x xf x e e x e e ′′= − = −  

)اذن :  ) 21
2

2
x xF x e e= �� ���ا��  −�Zھ6 دا�� أf  
��ℝ  

&!��'11:  @�)أ* )f x′ ل��	ا� 
�� ��  6�I ا�H�7ت ا&�

1. I =ℝ  ,( ) 2 3x xf x e −=  

2. ( ) ( ) ] [
1

1 ; 0;xf x x e I= − = +∞  

3. ( ) 1
;

1

x

x

e
f x x I

e

−= − =
+

ℝ 

I)1أ.�0  : =ℝ   ,( ) 2 3x xf x e −= 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 23 2 3 33 2 3x x x x x xf x e x x e x e− − −′ ′′ = = − = −  
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2( ( ) ( ) ] [
1

1 ; 0;xf x x e I= − = +∞  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1x x xf x x e x e x e
′ ′   ′′ = − = − + −   

   

  

( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1x x x xf x e x e e x e

xx x x
   ′ = − − = − − = − +   
   

  

3( ( ) 1
;

1

x

x

e
f x x I

e

−= − =
+

ℝ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

1 1 1 11 1
1 1

1 1 1

x x x xx x

x x x

e e e ee e
f x x

e e e

′ ′′ ′ − + − − +   − −′ = − = − = −   + +    +
  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2

1 1 2
1 1 1

1 1 1

x x x x x x x x x

x x x

e e e e e e e e e
f x

e e e

+ − − + − +′ = − = − = −
+ + +

  

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
2 2

2 2 2

1 2 2 1 2 1

1 1 1

x x x x x x

x x x

e e e e e e
f x

e e e

+ − + + − +′ = = =
+ + +

  

V.  @��س�  	ا��ا�  ا��a  )0a 1aو  ≺ ≠(  
1(:A!�B' 0���a د�
�� �[��d� و �
�� �!O4� ��"�  1��دا *"

xھ6 ا��ا�� ا��C ='�� 6  ��د *"�"a 6ا&%�� �e%�سا��ا�� 
6"�
�د ا�7"��'lnx ae   @��      xa,    و ا�;ي �

, و �����:expaو $��� �)� '�����

( ) ( ) lnexp x x a
ax x a e∀ ∈ = =ℝ           

2(�"�
�:  
�  ��x0�ℝ :����� ( )ln lnxa x a=      

� ( )x∀ ∈ℝو] [( )0,y∀ ∈ +∞xa y=  f����

logax y=      

�   ��x وy 0�ℝ:����� x ya a=  f����x y=      

� %�$	�ت:)3�x وy 0�ℝ:����� 

( )1
; ; ;

x
yx y x y x x y x xy

x y

a
a a a a a a a

a a
+ − −= = = =  

��ت ا�"4ى ا��;ر�� و  ���6ظ :Z�d� ���	� 6ت ھ��Z�dھ;ه ا�


	�ل ا�	���و���%�' �(��0 ا�!�ھ�ن ��	�lnx aa e=  

VI. �
��6ا�    ا��ا�  ا��(
xx a֏  

:ا��ا��  %�$	 :)1 xf x a֏ 
و �����  '��ℝ�� ��X+"�ق ��

( ) ( ) ( ); ln xx f x a a′∀ ∈ =ℝ  

) �����:ا���ھ�ن:  ) ( ) ln; x x ax f x a e∀ ∈ = =ℝ       

:>?$( ) lnu x x a=:��� و ( ) ( )u xf x e=             

�����u ق�"�X+� ��'�� دا��
��ℝ إذن ا��ا�� (����'�� f(دا�� /�

      �X+�ℝ"�ق ��

 و �����:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln; ln lnu x x a xx f x u x e ae a a′ ′∀ ∈ = = =ℝ   

2(: 
	
�  
0إذا �Cن � 1a≺ ��ن: ≻

( )( ) ( )2; ; x yx y a a x y∀ ∈ ⇔ℝ ≺ ≻    

1aإذا �Cن � ��ن: ≺

( )( ) ( )2; ; x yx y a a x y∀ ∈ ⇔ℝ ≺ ≺   

  
  
  
  
  
  
  
  
  

&!��'12:  6�  *ℝ:��  ا�	
�دHت و ا�	��ا�7Oت ا\�
1(12 8x x+ =   2(  3 12x =     3( 15 2 2 336 0x x+× + − =         

4(  12 4x x− >   5( ( ) ( )2 1
0,5 0,5

x x+≥      

12)1أ.�0  : 8x x+ =  6�
�( )1 32 2
xx+ =  6�
�1 32 2x x+ =  

 6�
�1 3x x+ =  6�
�1 2x=  6�
�
1

2
x=  : و���

1

2
S  =  

 
  

2( 3 12x = 6�
�3log 12x }و��� :  = }3log 12S =  

3( 12 3 2 16 0x x+− × − = 6�
�12 3 2 2 16 0x x− × × − =  
: 34� 2 x X=: M!�� د���
2 وا�	 6 16 0X X− − =  

( )22 4 6 4 1 16 100 0b ac∆ = − = − + × × = >  

  ��ن ھ;ه ا�	
�د�� �"!  *��0 ھ	�:  '	� أن

1

6 10
8

2 1
X

+= =
×

و  
2

6 10
2

2 1
X

−= = −
×

 6�
�
1 8X و  =

2 2X = −  

2 8x 2و  = 2x = − 6�
� 
1 2log 8x 2 و = 2x = − * �(� F��   

1 2log 8x =6�
� 3
1 2 2log 2 3log 2 3 1 3x = = = × =  

}و��� :  }3S =  

4(  12 4x x− >   6�
� ( )1 22 2
xx− >  6�
� 1 22 2x x− >  

 6�
� 1 2x x− >  6�
� 1 x− >  
[و��� :  [, 1S = −∞ −  

5(  ( ) ( )2 1
0,5 0,5

x x+> 6�
�2 1x x< 0 &ن : + 0,5 1< <  

 6�
�1x [و���   > [,1S = −∞  
  ��F10  %�$  ا��ا�  ا��	  �@��س )3

 ا��ا�� ا&%�� �e%�س   ֏10xx ا��ا��: �	�و $��� �)�  �10

�����'10exp 

   �����' �*+�Z10و اx     ����� وln1010x xe=  

� ( ) ] [( )0; ;10 logxx x y x y∀ ∈ ∀ ∈ +∞ = ⇔ =ℝ  

 ^�*log ي�-
  ھ6 دا�� ا���h4ر��1 ا�

100 ا\���: �ا�	
�د�ℝ*  �6  ���ل : 40 14 10
xx + = ×  

100 ا�
�اب : 40 14 10
xx + = ×   6�
�   

( )210 14 10 40 0
xx

− × + =    

 6�
�   210 14 10 40 0
xx − × + =   6�
�   

( )2
10 14 10 40 0

xx − × + =    

0∆ ≻
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: 34� 10x X=: M!�� د���
2 وا�	 14 40 0X X− + =  

( )22 4 14 4 40 36 0b ac∆ = − = − − × = >  

  ��ن ھ;ه ا�	
�د�� �"!  *��0 ھ	�:  '	� أن

1

14 6

2 1
X

+=
×

و  
2

14 6

2 1
X

−=
×

 6�
�
1 10X و  =

2 4X =  

6�
� 110 10x 210 و = 4x =  6�
� 
1 1x  و =

2 10log 4x =  

}و��� :  }101, log 4S =   

VII.  !  و�	��ا�  	ي �6# ا��ا�  ا���
درا�  دوال '�
  ا��L�6ر!
K ا���	�ي

����1:0ل��f :6�� �� ���
  ا��ا�� ا�
�د�� ا�	

( ) ( )1 xf x x e= −  

 fDأ*�@ ا��)���ت ��� ��7ات  fD*�د  .1

2. @�) أ* )f x′  ات ا��ا����a� ول�O >S 18f  

3.  
�7�	�� 6i�($+أدرس ا�]�ع ا�( )C  4ار�'+∞ 


�  أدرس .4"�( )C  

5.  
)أ$-f ا�	��7 )C 

fD)1 أ.�0  = ℝ   

( ) ( )lim lim 1 x

x x
f x x e

→+∞ →+∞
= − = lim&ن :  ∞+ x

x
e

→+∞
= +∞     

( ) ( )lim lim 1 lim 0x x x

x x x
f x x e xe e

→−∞ →−∞ →−∞
= − = − =  

lim&ن :    0x

x
e +

→−∞
lim و= 0x

x
xe

→−∞
=  

 : ��$��!�0y )�"�رب ل = )C 4ار�'−∞  

2( ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1x x xf x x e x e x e′ ′′′ = − = − + −  

( ) ( )1 1x x x x x xf x e x e e xe e xe′ = + − = + − =  

)ا�Xرة  )f x′  رة�Xھ6 اx  

��ات ا��ا�� a� ول�O و���f  

 

3( 
( ) ( )1 1

lim lim lim
x

x

x x x

f x x e x
e

x x x→+∞ →+∞ →+∞

− −= =  

: ����� 
1

lim lim 1
x x

x x

x x→+∞ →+∞

− = limو= x

x
e

→+∞
= +∞ 

)اذن :  ) ( )1
lim lim 1x

x x

f x x
e

x x→+∞ →+∞

−= = × +∞ = +∞ 

 اذن :
( )

lim
x

f x

x→+∞
= )و���  ∞+ )C  6 ا���ه�  ��	��X ����  !"�

 @�  ∞+'�4ار �47ر  ا&را�

� %ادر )4"� �( )C  

 : @�7$( ) ( ) ( ) ( ) ( )1x x x xf x xe x e x e e x′ ′′′′ = = + = +  

)ا�Xرة  )f x′  رة�X1ھ6 اx +  

1 0x + = 6�
�1x = −  

   و���
• �
"�( )fC47$ �O4� :ل��	ا� 
�� �!O4	ا� @�] �47را&را� [1;− +∞  

• �
"�( )fC @�
 ا�	��ل: ا����!���O4 $47 �47ر ا&را��� ] ], 1−∞ −  

�
�l ا�����O 6� kiول ا��"d�� 0�	�  
)ا��"�� :  )11, 2A e−− )$"�� ا$
��ف ل  − )fC  

5(  
  
 

  
1 ��
��� �	�(���2:1ل�
� 
)ا�	��4ى ���4ب إ� ); ;o i j

� �
   

0���f ا��ا��   ���
) :6�����Cا�	 ) 3
1

1x
f x x

e
= − +

+
  

  fDو أ*�@ ا��)���ت ��� ��7ات fD*�د  .1

��ات  .2a� د�*f ات��aول ا���O =�و أ  

)�U"7 �0 أن :  .3 ) ( ) 3
; 2

1

x

x

e
x f x x

e
∀ ∈ = + −

+
ℝ  

4. 
�7�	� 0��i�	0 ا��  ( �< ����7 ا�S4< ا���!f ( 6*�د �
�د�� ا�	"�ر'

})1أ.�0  : }/ 1 0x
fD x e= ∈ + ≠ℝ   

  1 0xe + =   6�
�1xe = �0�F �)� *  &ن :  −xe >x∀ ∈ℝ  
 و���  :   

fD = ℝ  

( ) 3
lim lim 1

1xx x
f x x

e→+∞ →+∞
= − + = +∞

+
  

lim&ن :  1
x

x
→+∞

− = و ∞+
3

lim 0
1xx e→+∞

=
+

  

( ) 3
lim lim 1

1xx x
f x x

e→−∞ →−∞
= − + = −∞

+
  

lim&ن :  1
x

x
→−∞

− = و ∞−
3

lim 3
1xx e→−∞

=
+

  

2( ( ) ( )
( ) ( )2 2

13
1 1 3 1 3

1 1 1

x x

x x x

e e
f x x

e e e

′′′ + ′ = − + = − = − +  + +
  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 2 2

1 3 2 1 3 1

1 1 1

x x x x x x x

x x x

e e e e e e e
f x

e e e

+ − + + − − +
′ = = =

+ + +
  

0∆ ≻
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)ا�Xرة :  )f x′   رة�Xھ6 ا( )2
1x xe e− + 

  
 : >?$xe X=: M!�� د���
2 وا�	 1 0X X− + =  

2 4 1 4 3 0b ac∆ = − = − = − <  

و��� :  �1�F �)� *  و��� ا�Xر�)� ھ6 ا�Xرة ھ;ه ا�	
�د��  اذن

( )2
1 0x xe e− + >   

)و��� :  ) 0f x′ ��ات  :  <aول ا���O  

  

)�U"7 �0 أن : )3$ ) ( ) 3
; 2

1

x

x

e
x f x x

e
∀ ∈ = + −

+
ℝ  

( ) 3 3
1 2 3

1 1x x
f x x x

e e
= − + = + − +

+ +
  

( ) ( )3 1 3 3 3 3
2 2

1 1

x x

x x

e e
f x x x

e e

− + + − − += + + = + +
+ +

  

( ) 3
2

1

x

x

e
f x x

e
= + −

+
  


�1 أن : 4$ (( ) 3
1

1x
f x x

e
= − +

+
 6�
�( ) ( ) 3

1
1x

f x x
e

− − =
+

  

)اذن :  ) ( ) 3
lim 1 lim 0

1xx x
f x x

e→+∞ →+∞
− − = =

+
  و��� :  

( ) 1y x∆ = �1 �"�رب ��i  ل −"���( )fC  4ار�'+∞  

: ����� ( ) ( ) 3
1 0

1x
f x x

e
− − = >

+
)اذن  )fC  4ق�( ) 1y x∆ = −  


�1 أن : $( ) 3
2

1

x

x

e
f x x

e
= + −

+
 6�
�

( ) ( ) 3
2

1

x

x

e
f x x

e
− + = −

+
  

)اذن :  ) ( ) 3
lim 2 lim 0

1

x

xx x

e
f x x

e→−∞ →−∞
− + = − =

+
  و��� :  

( ) 2D y x= �1 �"�رب ��i  ل +"���( )fC  4ار�'−∞  

: ����� ( ) ( ) 3
2 0

1

x

x

e
f x x

e
− + = − <

+
)اذن   )fC  Y7�

( ) 2D y x= +  
&!��'13: 0���f  
�� ���
+ا��ا�� ا�
�د�� ا�	

ℝ :6�� �	'  

( ) ( )4 1x xf x e e= − −  

)أ*�@ ا��)���:  .1 )lim
x

f x
→+∞

  

2.    ��0 أن �'x  0�∗
+ℝ :

( ) 4 1

1

x x

x

f x e e

x xe

− −= ⋅
−

  

�0 �6 ا��"��  fأدرس ��'��� ا�X"�ق ا��ا��   .3	�18 أ�=  0��
 ا�
�(���� ا�	�7  ������ ��  �mو�+ ھ��%

4.    ��0 أن �'x  0�∗
+ℝ:( ) ( )3 2

2 1

x x

x

e e
f x

e

−
′ =

−
  

)أدرس إ�Xرة  .5 )f x′  ات ا��ا����a� ول�O >S 18f  

6.  
�7�	�� 6i�($+أدرس ا�]�ع ا�( )C  4ار�'+∞  

7.  @�)أ* )2ln 2f  
)18 أ$-f ا�	��7 )C 

))1أ.�0  : ) ( )4 1x xf x e e= − −  

( ) ( )lim lim 4 1x x

x x
f x e e

→+∞ →+∞
= − − = +∞ 

lim&ن  :  4x

x
e

→+∞
− = limو  ∞+ 1x

x
e

→+∞
− = +∞  

2( ( ) ( ) ( )( )2

4 14 1

1

x xx x

x

e ee ef x

x x x e

− −− −
= =

−
  

( ) ( )( )4 1 4 1

1 1

x x x x

x x

e ef x e e

x xx e e

− − − −= = ⋅
− −

  

3( ( ) ( )
0 0 0 0

0 4 1 4 1
lim lim lim lim

0 1 1

x x x x

x xx x x x

f x f e e e e

x x xe e
+ + + +→ → → →

− − − − −= ⋅ = ⋅
− − −

  


�1 أن : $
0

1
lim 1

x

x

e

x+→

− =

⋅

و 
0

lim 4 3x

x
e

+→
− و  −=

0
lim 1 0x

x
e

+

+

→
− =  

)اذن :  ) ( )
0

0
lim

0x

f x f

x+→

−
=−∞

−
�� ��'�� �+�X"�ق fو���  h 0�	�
 ا���

 ���0 0x =   

�7
 ا��ا���� ��$��!�f ��[6 ا��� @��"!  $�# �	�س �4ازي �47ر ا&را�

 :( )( )0; 0A f  [%&47 ا$ �O4و�  

4(   ��0 أن �'x  0�∗
+ℝ:( ) ( )3 2

2 1

x x

x

e e
f x

e

−
′ =

−
  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )4 1 4 1 4 1x x x x x xf x e e e e e e
′ ′′′ = − − = − − + − −  

( ) ( ) ( ) ( )1 4
1 4 1

2 1 2 1

x x x

x x x x x

x x

e e e
f x e e e e e

e e

′− −
′ = − + − = − +

− −
  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 1 4 2 1 4

2 1 2 1

x x x x x x x x

x x

e e e e e e e e
f x

e e

− + − − + −
′ = =

− −
  

( ) ( )2 2 2 3 22 2 4 3 6

2 1 2 1 2 1

x xx x x x x x

x x x

e ee e e e e e
f x

e e e

−− + − −′ = = =
− − −

  

)ا�Xرة )5 )f x′  رة�X2ھ6 اxe 3&ن :  −
0

2 1

x

x

e

e
>

−
    ��x  0�∗

+ℝ  

2 0xe − >  6�
�2xe >  6�
�ln2x>  

( ) ( ) ( )ln 2 ln 2ln 2 4 1 2 4 2 1 2f e e= − − = − − = −  
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6( 
( ) 4

lim lim 1
x

x

x x

f x e
e

x x x→+∞ →+∞

 
= − − 

 
  


�1 أن :$ lim
x

x

e

x→+∞
= و ∞+

4
lim 0
x x→+∞

و  =

lim 1x

x
e

→+∞
− = +∞  

 اذن :
( )

lim
x

f x

x→+∞
= )و���  ∞+ )C  6 ا���ه�  ��	��X ����  !"�

 @�  ∞+'�4ار �47ر  ا&را�
7( 

( ) ( ) ( ) ( )2ln2 2ln2 ln4 ln4ln2 4 1 4 1 4 4 4 1 0f e e e e= − − = − − = − − =
  

  
  

&!��'14: 0���f  
�� ���
+ا��ا�� ا�
�د�� ا�	
ℝ :6�� �	'  

( )
21

x

x

e
f x

e
=

−
  

  fDو أ*�@ ا��)���ت ��� ��7ات  fD*�د  .1

��ات ا��ا��  .2a� أدرسf�(ا���a� ول�O =�18 أ  
�0 أن  .3'f ����
 ���ل  �"!  دا�� ��� ���
�J  ���7ه� @�� 

)*�د  .4 )1f x−    x J∀ ∈  

) أ.�0  : )
21

x

x

e
f x

e
=

−
  

{ }2/1 0x
fD x e= ∈ − >ℝ  

21 0xe− >   6�
�21 xe>   6�
�0 2 xe e>  
  6�
�0 2x>   6�
�0x <  

[و���:     [, 0fD = −∞  

( )
2

0
lim lim 0

1 01

x

xx x

e
f x

e→−∞ →−∞
= = =

−−
  

( )
20 0 0

2
2

lim lim lim
11

1

x x

xx x x
x

x

e e
f x

e
e

e

− − −→ → →
= = = +∞

−  − 
 

  

&ن : 
20

1
lim 1 0

xx e−

+

→

 − = 
 

  

2( ( )
( ) ( )

( )
2 2

22 2

1 1

1 1

x x x x
x

x x

e e e ee
f x

e e

′′′ − − − 
′ = = 

−  −

  

( )

( )

( )

( )2 2 2

2

2 2

2 2
2

1 2 1 2
1

2 1 2 1
11

x x x x x

x x x

x x

x
x

e e e e e
e e e

e ef x
ee

′− − +
− −

− −′ = =
−−

  

( )
( ) ( )

3 3

2 2 2 2

2 2 2 2
0

2 1 1 2 1 1

x x x x

x x x x

e e e e
f x

e e e e

− +′ = = >
− − − −

] [, 0x∀ ∈ −∞  

  
3( f  
�� �
[ا�	��ل  ��ا���� �� [, 0I =   و�����  ∞−

��  fو'�����6���1f"!  دا�� � −   

  ���ل�� ���
�: ( ) ] [( ) ] [,0 0;J f I f= = −∞ = +∞  

4( ( )f y x

y I

=


∈

⇔ ( )1y f x

x J

− =


∈

    

   

] [
21

,0

y

y

e
x

e

y


=

−
 ∈ −∞

 6�
�

2

2

21

y

y

e
x

e

 
= 

− 
  6�
�

2
2

21

y

y

e
x

e
=

−
  

( )2 2 21y ye x e= −   6�
�2 2 2 2y ye x x e= −   

  6�
�2 2 2 2y ye x e x+ =  

  6�
�( )2 2 21ye x x+ =   6�
�
2

2

21
y x

e
x

=
+

  

 6�
�
2

2
2 ln

1

x
y

x

 
=  + 

6�
�
2

2

1
ln

2 1

x
y

x

 
=  + 

  

6�
�

1
2 2

2
ln

1

x
y

x

 
=  + 

 
2

2
ln

1

x
y

x
=

+
  

)و��� :  )
2

1
2

ln
1

x
f x

x
− =

+
   ] [0;x∀ ∈ +∞  

بما يلي :     ℝ المعرفة على fنعتبر الدالة   :15'��!&

( ) ( )1 ln 1 xf x e−= − +  .  

)ليكن  )C ياني للدالة بالتمثيل الم f في معلم متعامد ممنظم  

( ); ,O i j
�� ���

2iحيث   cm=
�

 . 

)بين أن  أ ـ  )1     )lim 1
x

f x
→+∞

ما هو التأويل الهندسي للنتيجة  . =

  المحصل عنها ؟

)ب ـ بين أن         )lim
x

f x
→−∞

= −∞ 

)أ ـ بين أن ) 2  ) ( ); 1 ln 1 xx f x x e∀ ∈ = + − +ℝ .  
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)ب ـ استنتج أن المستقيم     )D  1ذو المعادلةy x= مقارب مائل  +

  .∞−بجوار 

)ج ـ  حدد الوضع النسبي للمنحنيين     )C  و( )D .  

)بين أن أ ـ  ) 3    )/ 1
;

1 x
x f x

e
∀ ∈ =

+
ℝ .  

 . fضع جدول تغيرات الدالة ب ـ         

)  ج ـ ادرس تقعر المنحنى         )C.  

)د ـ بين أن  المنحنى          )Cفاصيل في نقطة يقطع  محور الأ

  .  0xينبغي تحديد أفصولها 

))  أنشئ المنحنى 4     )C  في المعلم( );O i j
�� ���

 .  

  ينبغي تحديده . Jنحو مجال  ℝتقابل من  f) أ ـ بين أن 5   

)ب ـ أحسب        )1f x−  لكلx  منJ .  

) ا�.�0  : ) ( )1 ln 1 xf x e−= − +  

 أ ـ  )1

( ) ( ) 1
lim lim 1 ln 1 lim 1 ln 1 1x

xx x x
f x e

e
−

→+∞ →+∞ →+∞

 = − + = − + = 
 

  

 �ن :
1

lim 0
xx e→+∞

=  

0y التأويل الهندسي: )�"�رب ل = )C 4ار�'+∞  

) ـ  ب ) 1
lim lim 1 ln 1

xx x
f x

e→−∞ →−∞

 = − + = −∞ 
 

  

 �ن :
1

lim
xx e→−∞

= +∞  

)بين أن نأ ـ )2 ) ( ); 1 ln 1 xx f x x e∀ ∈ = + − +ℝ .  

( ) ( ) 1 1
1 ln 1 1 ln 1 1 ln

x
x

x x

e
f x e

e e
−  + = − + = − + = −   

   
  

( ) ( ) ( ) ( )1 ln 1 ln 1 ln 1x x xf x e e e x= − + + = − + +  

) ومنه : ) ( )1 ln 1xf x x e= + − +   x∀ ∈ℝ  

)وجدنا أن : ب ـ   ) ( )1 ln 1xf x x e= + − اذن:  +

( ) ( ) ( )1 ln 1xf x x e− + = − +  

)ومنه :  ) ( ) ( )lim 1 lim ln 1 0x

x x
f x x e

→−∞ →−∞
− + = − + =  

lim �ن : 0x

x
e

→−∞
  و'�����6 :=

)لمستقيم  )D  1ذو المعادلةy x=   .∞−مقارب مائل بجوار  +

)الوضع النسبي للمنحنيين  دراسةج ـ      )C  و( )D .؟؟؟  

)ندرس اشارة :  ) ( ) ( )1 ln 1xf x x e− + = − +  

0xeنعلم أن :  >  x∀ ∈ℝ  

1اذن :  1xe + )اذن :  < )ln 1 ln1xe + اذن :  <

( )ln 1 0xe + >  

)اذن :  )ln 1 0xe− + )اذن و'�����6 :  > )fC  Y7�1y x= +

( )D  

)نبين أن  أ ـ)3 )/ 1
,

1 x
x f x

e
∀ ∈ =

+
ℝ؟؟؟؟ 

( ) ( )( ) ( )1
1 ln 1 1 1

1 1

x x
x

x x

e e
f x x e

e e

′+′′ = + − + = − = −
+ +

  

( ) 1 1
0

1 1

x x

x x

e e
f x

e e

+ −′ = = >
+ +

  ,x∀ ∈ℝ  

 . fضع جدول تغيرات الدالة ب ـ         

  
)  تقعر المنحنى  دراسةج ـ    )C.  

( ) ( )
( ) ( )2 2

11
0

1 1 1

x x

x x x

e e
f x

e e e

′′ + ′′ = = − = − < +  + +
  

,x∀ ∈ℝ  
�
"�( )fC 
��  �!���  �O4�,ℝ $47 �47ر ا&را��@ ا�

�
�l ا�����O 6� kiول ا��"d�� 0�  و�	

)بين أن  المنحنى ند ـ          )Cفاصيل في نقطة يقطع  محور الأ

  ؟؟؟ 0xينبغي تحديد أفصولها 

)نحل المعادلة :  ) 0f x )يعني  = )1 ln 1 0xe−− + =  

)يعني  )ln 1 1xe−+ )يعني  = )ln 1 lnxe e−+ =  

1يعني  xe e−+ 1xeيعني  = e− = )يعني  − )ln 1x e− = −  

)يعني  )ln 1x e= − :  هو أفصولهاومنه النقطة  −

( )0 ln 1x e= − −  

4(  

  
  

  ينبغي تحديده . Jنحو مجال  ℝتقابل من  f) أ ـ بين أن 5
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f  
�� �
  و�����  ℝا�	��ل  ��ا���� ��

��  fو'�����6���1f"!  دا�� � −   

  ���ل�� ���
�: ( ) ( ) ] [;1J f I f= = = −∞ℝ  

) )ب )f y x

y I

=


∈

⇔ ( )1y f x

x J

− =


∈

    

   
( )1 ln 1 ye x

y

− − + =


∈ ℝ
 6�
�( )1 ln 1 yx e−− = +   

 6�
�11 y xe e− −+ =  
1 1y xe e− −= −   6�
�( )1ln 1xy e −− = −   

  6�
�( )1ln 1xy e −= − −  

)و��� :  ) ( )1 1ln 1xf x e− −= − −   ] [;1x∀ ∈ −∞ 

&!��'BIS16:   
بما يلي :     ℝ المعرفة على fنعتبر الدالة  

( ) ( )3 ln 1 xf x e−= − +  .  

)ليكن  )C ياني للدالة بالتمثيل الم f في معلم متعامد ممنظم  

( ); ,O i j
�� ���

2iحيث   cm=
�

 . 

) أحسب )1     )lim
x

f x
→+∞

)و  )lim
x

f x
→−∞

ما هو التأويل الهندسي  

  المحصل عنها ؟ للنتائج

)أ ـ بين أن ) 2         ) ( ); 3 ln 1 xx f x x e∀ ∈ = + − +ℝ .  

)ب ـ استنتج أن المستقيم     )D  3ذو المعادلةy x= مقارب  +

  .∞−مائل بجوار 

)ج ـ  حدد الوضع النسبي للمنحنيين     )C  و( )D .  

)بين أن أ ـ  ) 3    )/ 1
;

1 x
x f x

e
∀ ∈ =

+
ℝ .  

 . fضع جدول تغيرات الدالة ب ـ         

)  ج ـ ادرس تقعر المنحنى         )C.  

)د ـ بين أن  المنحنى          )Cفاصيل في نقطة يقطع  محور الأ

  .  0xينبغي تحديد أفصولها 

))  أنشئ المنحنى 4     )C  في المعلم( );O i j
�� ���

 .  

  ينبغي تحديده . Jنحو مجال  ℝتقابل من  f) أ ـ بين أن 5   

)ب ـ أحسب        )1f x−  لكلx  منJ .  
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